
อนุพันธ์ของฟังก์ชัน

(Differentiation of Function)
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อนุพันธ์ของฟังก์ชัน y = f(x) เทียบกับ x



อธิบายในรูปความชันของเส้นตรง

ทีÉสัมผัสเส้นกราฟของฟังก์ชัน

(วาดกราฟประกอบคําอธิบาย)
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ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง ณ จุด P  คือ 
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ตัวอย่าง
กําหนดสมการของเส้นโค้ง คือ y = x2 - 3x

จงหาความชัน  ความเอียงและสมการเส้นสัมผัส

เส้นโค้ง ณ จุด ( 2 , -2)

วิธีทํา
ความชันของเส้นสัมผัสเส้นโค้ง ณ จุด (2 , -2)

ก็คือ f/(2) = tan
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 นิยาม ถ้า f  เป็นฟังก์ชัน และ y =  f(x) เราจะเรียก

x
y

x 


 0
lim = 

x
xfxxf

x 




)()(lim
0

เมืÉอลิมิตมีค่าว่า อนุพันธ์ของ f ทีÉ x และจะกล่าวว่า

 f มีอนุพันธ์ทีÉ x เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์
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สําหรับอนุพันธ์ของ               ทีÉ              จะเขียนแทนด้วย
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ตัวอย่าง  กําหนด                            จงหา

   ก.               ข.  สมการของเส้นสัมผัสกราฟ              ทีÉ
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2.2 การหาค่าอนุพันธ์ของฟังก์ชัน

กฎการหาอนุพันธ์มาจากนิยามของอนุพันธ์ทีÉกล่าวมาแล้ว

กฎทีÉ 1 เมืÉอ เป็นค่าคงตัว

กฎทีÉ 2 เมืÉอ เป็นจํานวนจริงใดๆ

กฎทีÉ 3 เมืÉอ เป็นค่าคงตัว ซึÉ งเป็นจํานวนเต็มบวก

และ เป็นจํานวนจริง

กฎทีÉ 4 ถ้า มีอนุพันธ์ทีÉ จะได้

เมืÉอ เป็นค่าคงตัว
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กฎทีÉ 5 ถ้าให้ และ เราจะได้ว่าu = f(x) v = g(x)

1.                                                      (กฎอนุพันธ์ของผลบวก) d du dvu + v +
dx dx dx



 d du dvu v
dx dx dx

  2.                                                      (กฎอนุพันธ์ของผลต่าง)
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4.                                                   เมืÉอ (กฎอนุพันธ์ของผลหาร)
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ตัวอย่าง กําหนดให้ จงหา
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ตัวอย่าง กําหนดให้ จงหา
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ตัวอย่าง กําหนดให้ จงหา3
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ทฤษฎีบท ถ้า เป็นฟังก์ชันค่าจริง ซึÉ งมีค่าบนช่วงเปิด    และมีอนุพันธ์   

                 ทีÉจุด    โดยทีÉ        แล้วจะได้ว่า มีความต่อเนืÉองทีÉจุด
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a a I a

ข้อสังเกต

1. ถ้า   ไม่มีความต่อเนืÉองทีÉ     จะได้ว่า     ไม่มีอนุพันธ์ทีÉ

2. ถ้า     มีความต่อเนืÉองทีÉ      ,       อาจไม่มีอนุพันธ์ทีÉ       ก็ได้
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อนุพันธ์อันดับสูง

เช่น ให้ อนุพันธ์อันดับหนึÉงคือ 3dy 12x
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ถ้า                แล้ว อนุพันธ์อันดับต่างๆอาจเขียนสัญลักษณ์เป็นy = f(x)
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ตัวอย่าง กําหนด                                         จงหา4 3y 3y 4x 5x 1    y
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แทนค่า          ลงใน          ทีÉหาไว้แล้วdy
dx
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2
d y
dx
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2.3 กฎลูกโซ่ (Chain Rule)

กฎลูกโซ่ ให้ แล้ว

นั Éนคือถ้า และ แล้ว

และ

h = f g

 h (x) (f g) (x) f g(x) g (x)     

y = f(u) u = g(x) y = h(x)

dy dy du
dx du dx

 



ตัวอย่าง กําหนดให้ และ เป็นจํานวนเต็มบวก

จงหา

u = u(x) ny = u ,n
dy
dx

วิธีทํา โดยกฎลูกโซ่ จะได้
dy dy du
dx du dx

 

nd duu
du dx

 

n 1 dunu
dx

  #



กฎทีÉ 7 ถ้า มีอนุพันธ์ทีÉ และ เมืÉอ เป็นค่าคงทีÉ

จะได้

u = u(x) x ny = u n

n n 1dy d duu nu
dx dx dx

 

ตัวอย่าง จงหา ทีÉจุด เมืÉอ

วิธีทํา ให้

เมืÉอ ได้ โดยกฎลูกโซ่ จะได้

d 1F x
dx x

  
 

x =1 F (0) = 2

1u = x
x



x =1 u = 0
dF dF du
dx du dx

 

d 1F (u) x
dx x

    
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3
2

1 1F (u)
2 x 2x
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ดังนั Êน
x 1

dF 1 1F (0) F (0) = 2
dx 2 2

      
  #

สําหรับฟังก์ชันประกอบซึÉงมีฟังก์ชันมากกว่า2 ฟังก์ชันมาประกอบ

กัน เราสามารถใช้กฎลูกโซ่ได้เช่นกันเช่น จะได้ว่า

ซึÉ งถ้าเราให้ จะได้

y = f g h (x) 

y (x) = (f g h ) (x) = (f (g h)) (x) = f (g h(x))(g h) (x)         

f (g h(x)) g (h(x)) h (x)   

u = g h (x) , v = h(x)

dy dy du dv= f (u) g (v) v (x)
dx du dv dx

      



ตัวอย่าง ให้ จงหา21+ u 1y = , u = , v = x
1 u v

dy
dx

วิธีทํา 2dy d 1 u d 1 d (x )
dx du 1 u dv v dx

           

2 2
(1 u) (1 u)(-1) 1 (2x)

(1 u) v
           

2 2 2 2

2 2x 4x
(1 u) v v (1 u)

        #



2.4  การหาอนุพันธ์โดยปริยาย

การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันทีÉความสัมพันธ์ระหว่างตัวแปร และ

กําหนด อยู่ในรูปสมการทีÉไม่ได้เขียนค่า ไว้ชัดเจน เราสามารถหาค่า

อนุพันธ์ได้โดยการเขียนรูปสมการใหม่

แต่ในกรณีทีÉ การหาค่า ในเทอมของ อาจจะทําไม่ได้ หรืออาจจะ

ยุ่งยากเกินไป ดังนั Êนถ้าเราต้องการหา เราทําได้โดยคิด เป็นตัวแปร

ตาม และ เป็นตัวแปรอิสระ นั Éนคือพิจารณา เป็นฟังก์ชันของ

x
y y

y x
dx
dy

x
xy y



ตัวอย่าง จงหา เมืÉอกําหนด dy
dx

ก. 5 4 3 23x 3x y 4y 0  

ข. 2 2 5 6(x y) (x y) 3x xy     x =1, y =1เมืÉอ

วิธีทํา ก. หาอนุพันธ์ของฟังก์ชันเทียบกับ       ได้ดังนีÊx
5 4 3 2d d(3x 3x y 4y ) (0)

dx dx
  

5 3 4 4 3 2d d d d3 x 3(y x x y ) 4 y 0
dx dx dx dx

   

4 3 3 4 2 dy dy15x 3(4x y 3x y ) 8y 0
dx dx

   

3 3 4

4 2

dy 12x y 15x
dx 8y 9x y





ดังนั Êน #



ข. 2 2 5 6d d d(x y) (x y) (3x xy )
dx dx dx

    

4 6 5d d dy2(x y) (x y) 2(x y) (x y) 15x y 6xy
dx dx dx

       

5 4 6dy dy dy2(x y)(1 ) 2(x y)(1 ) 6xy 15x y
dx dx dx

       

5 4 6dy(4x 6xy ) 15x y 4y
dx

   

ดังนั Êน
4 6

5

dy 15x y 4y
dx 4x 6xy

 




เมืÉอ                    จะได้x =1, y =1 dy 6
dx

  #



2.5  อนุพันธ์ของฟังก์ชันผกผัน

กําหนดให้ เป็นฟังก์ชันชนิด 1-1  จะได้ว่า มีฟังก์ชันผกผัน

โดย หาอนุพันธ์ได้แล้ว จะมีวิธีหาอนุพันธ์ของ ได้ดังนีÊ

เมืÉอให้ และ

ซึÉงทําให้ได้ว่า

เมืÉอหาอนุพันธ์ทั Êงสองข้างเทียบกับ จะได้ว่า

1f f
1f  1f 

 y f x  1x f y

  1y f f y

y

          1 1 1 dy dx1 f f y f y f x f y
dx dy

       

ดังนั Êน dx 1
dydy
dx





ตัวอย่าง กําหนดให้                       จงหาค่า23x y 1 
dy
dx

วิธีทํา  
1

2 3x y 1 

   
2

2 3dx 1 y 1 2y
dy 3


 

 
2

2 3

2y

3 y 1




 
2

2 33 y 1dy
dx 2y


ดังนั Êน #



2.6   ดิฟเฟอเรนเชียล (Differentials)

ในหัวข้อนีÊ เราจะให้นิยาม แยกออกจากกัน เพืÉอ

ประโยชน์ในการศึกษาเรืÉองอินทิกรัล ทีÉจะได้กล่าวต่อไป

นิยาม ให้       เป็นฟังก์ชันทีÉมีอนุพันธ์ และ        เป็นส่วนเปลีÉยน

แปลงของ

ก. ดิฟเฟอเรนเชียลของ    เขียนแทนด้วย   กําหนดโดย

ข. ดิฟเฟอเรนเชียลของ    หรือ     เขียนแทนด้วย      หรือ

     กําหนดโดย

dx, dy

 y f x x
x

x dx dx x 

y f dy df

 dy df f x dx 



ตัวอย่าง จงหาดิฟเฟอเรนเชียลของ    ทีÉก ําหนดให้y

วิธีทํา (1)

เนืÉองจาก

ดังนั Ê น #

2y x 3x 5  

 2dy d x 3x 5 2x 3
dx dx

    

 dy 2x 3 dx 

(2) (2)

เนืÉองจาก

ดังนั Êน # 

2y x 4 

   
1

2 2 2
2

dy d d xx 4 x 4
dx dx dx x 4

    


2

xdy dx
x 4






2.7  ทฤษฎีบทของโรลล์และทฤษฎีบทค่าเฉลีÉย

ทฤษฎีบทของโรลล์ กําหนดให้ เป็นฟังก์ชันซึÉ งมีคุณสมบัติดังนีÊ

1. ต่อเนืÉองบนช่วงปิด

2. มีอนุพันธ์บนช่วงเปิด

3.        

แล้วจะมี ในช่วงเปิด โดยทีÉ

f

 a,bf

 a,bf

   f a f b 0 

c  a,b  f c 0 



ทฤษฎีบทค่าเฉลีÉย (The Mean - Value Theorem)

กําหนดให้ เป็นฟังก์ชัน

ถ้า 1.        ต่อเนืÉองบนช่วงปิด

2.        มีอนุพันธ์บนช่วงเปิด

แล้วจะมี ในช่วง ซึÉง

f

f

f  a,b

 a,b

c  a,b
ab
afbfcf





)()()(/



ตัวอย่าง จงใช้ทฤษฎีบทค่าเฉลีÉย หาค่า ใน

เมืÉอกําหนดให้

c  1,2

  2f x x

วิธีทํา จากโจทย์ บนช่วงปิด

จะได้ว่า

และได้ว่า จึงได้ว่า

ดังนั Êน

#

  2f x x  1,2

    2 1f 2 f 1 2 1 3
2 1 1
 

  


 f x 2x   f c 2c 

2c 3

3c
2

 

ab
afbfcf





)()()(/



ตัวอย่าง จงใช้ทฤษฎีบทค่าเฉลีÉย ประมาณค่าของ 40

วิธีทํา ให้

จะได้ว่า

ถ้าให้ ,             และเลือก สําหรับการประมาณค่า

จากทฤษฎีบทค่าเฉลีÉย จะได้ว่า

 f x x

  1
2

1f x
2x

 

a 36 b 40 c 36

     f 40 f 36
f 36

40 36


 


1 40 36
42 36


 

440 36 6.33
2 36

    #



การหาอนุพันธ์ของฟังก์ชันอดิศัย

ฟังก์ชันเอ็กซ์โปเนนเชียลและลอการิทึม



aa
dx
da x

x

ln , a เป็นค่าคงตัวทีÉ > 0

dx
duaa

dx
da u

u

ln

, a เป็นค่าคงตัวทีÉ > 0



dx
dex =    ex

dx
due

dx
de u

u



x
dx
d ln =   

x
1 ,  เมืÉอ x =/=   0

dx
du

u
u

dx
d 1ln  ,เมืÉอ  u   =/= 0



ตัวอย่าง   จงหาอนุพันธ์ของ

xy x 4log2 3


